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1. Planteamiento general

 |Idea general

— Descomponer un problema en subproblemas
(mas pequenos)

— Resolver cada subproblema
— Combinar las soluciones
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1. Planteamiento general

Funcién DV(X: Datos del problema)
si pequeno(X)
entonces
S = sencillo(X)
sino (X1, ..., Xl) = descomponer(X)
parai= 1 hastal
hacer Si = DV(Xi)
S = combinar(S1, ..., Sl)
devolver S
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1. Planteamiento general

 Asumiendo la existencia de

— pequeno(X) - funcién booleana que determina si
es practico aplicar sencillo(X)

— sencillo(X) - algoritmo practico para el problema si
su tamano es suficientemente pequeno

— descomponer(X) - funcidon que descompone P en |
subproblemas P1, ..., Pl con entradas X1, ..., Xl

— combinar(S1, ..., Sl) - funcidén que combina |
soluciones Si para Pi, en una unica para P
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1. Planteamiento general

« Efectividad del enfoque

— Debe elegirse correctamente el umbral a partir del
cual aplicar sencillo(X)

— Las funciones de descomposicion y combinacion
deben ser eficientes

— Los subproblemas deben ser aproximadamente
del mismo tamano
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1. Planteamiento general

« Complejidad
— pequeno(X) tarda un tiempo asimilable a otras
funciones del esquema
— sencillo(X) tarda f(n)

— descomponer(X) y combinar(S1, ... Sl) tardan
entre los dos g(n)

— el tamano de cada subproblema es de n/b
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1. Planteamiento general

Complejidad

t(n) = f(n) si pequeno(X)

t(n) = L.t(n/b) + g(n) en otro caso
y sig(n) € 6(n¥)

t(n)
t(n)
t(n)

e 0(nk) si | < bk
e O(nk.logn)  sil=Dbk
e 9(n'og ) si | > bk
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1. Planteamiento general

Observacion

— Si | = nimero de subproblemas
— Y n/b = tamano de los subproblemas

— No necesariamente | = b !l
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1. Planteamiento general

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)

— Multiplicar dos numeros a y b enteros muy
grandes

— Algoritmo clasico € 6(n?) con n = numero de cifras
del mayor de los numeros
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1. Planteamiento general

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)

— Enfoque DyV1
— Dividir cada numero en n/2 cifras
— Ejemplo a =981, b = 1234

« w=09, x=81

cy=12,z2=34

* a.b= (102w + x)(10%y + z) = 10*wy + 10%(wz + Xy) + XZ =
1080000 + 127800 + 2754 = 1210554
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1. Planteamiento general

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)
— Complejidad DyV1

tn)=1sin=1
t(n) = 4.t1(n/2) + n en otro caso

=> t(n) € 6(n?)
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1. Planteamiento general

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)

— Enfoque DyV2
— No calcular (wz + xy) = (W + X)(y + Z2) - wy - Xz
—p=wy,g=Xxz,r=(W+X)(y +2)

ca.b=10%p +10%(r-p-q) +q
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1. Planteamiento general

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)
— Complejidad DyV2

— Usando el algoritmo clasico para p, g, r
ahorramos 25%

— Ademas
tn)=1sin=1
t(n) = 3.t(n/2) + n en otro caso
=>1(n) € B(n'°93) = B(n1-58%)
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2. Determinacion del caso base

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)
— Supongamos que usamos el algoritmo DyV2 con
t(n) = Z:v sin<n,

t(n) = 3.t(n/2) + g(n) en otro caso

siendo h(n) = n? us el tiempo de la multiplicacion
clasicay g(n) = 16n us el tiempo de las sumas
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2. Determinacion del caso base

» La elecciéon del umbral de aplicaciéon de
sencillo(X) (es decir, pequeno(X)) es
fundamental

« Sino se elige adecuadamente, el enfoque D
y V es muy ineficiente
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2. Determinacion del caso base

« Ejemplo (Multiplicacion de grandes enteros)

» DyV2 tarda 41 segundos para 5000 cifras
» M. Clasica tarda 25 segundos para 5000 cifras

» DyV2 tarda 6 segundos para 5000 cifras
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2. Determinacion del caso base

« El umbral depende de
— los algoritmos
— las implementaciones
« Calculo del umbral
— Calcular la complejidad de los algoritmos
— Calcular las constantes de la implementacion

— Calcular el n, tal que los tiempos del algoritmo DV
y del clasico coincidan en él
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

 Problema

— Dada una matriz T de n componentes ordenada
crecientemente (T[i] < T[i+1]), y dado un elemento
X, encontrar el i tal que

e 1<i<n+1
o« T[i-1] < x < T[i]
— Observacién
» Sixnoestden T, se pide donde deberia estar
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

« Solucion clasica (secuencial)

Funcidn bsecuencial(T: matriz [1..n] de entero, x: entero) :
entero

parai= 1 hastan
hacer
si (x < T[i])
entonces devolver i
devolver n+1
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

« Complejidad (secuencial)

— O(n) en el caso peor
— Q(1) en el caso mejor
— 0((n+1)/2) = 6(n) en media
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

« Enfoque Divide y Venceras (binaria)

— Dividir la matriz en dos partes de igual tamano
— Buscar en una sola de las dos partes

— (Para reducir el numero de llamadas, mirar
primero si x puede estar en la matriz)
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

Funcidn bbinaria(T: matriz [1..n] de entero, x: entero) :
entero

si ((n=0) o (x> T[n])
entonces devolver n+1
sino devolver brecursiva(T,1,n,x)
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

Funcién brecursiva(T: matriz [1..n] de entero, i,j,x: entero) :
entero

si (i=])

entonces devolver i

k = (i+j) div 2

si x < T[K]

entonces devolver brecursivo(T,i,k,x)
sino devolver brecursivo(T,k+1,j,X)
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

« Complejidad
tn)=1sin=1
t(n) =t(n/2) + g(n) sin=2n> 1

con g(n) € 6(1)

=> t(n) € 6(log, n) = B(log n)
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3. Ejemplos clasicos
3.1. Busqueda binaria

 Observaciones

— Perdemos eficiencia en el caso mejor
» El caso mejor de bsecuencial es mas general

— Ganamos eficiencia en todos los demas casos

— La version iterativa de bbinaria es equivalente en
tiempo

Algoritmica - José Maria Gomez Hidalgo

3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

* Problema
— Dada una matriz T de n componentes, ordenarla
ascendentemente
* T[] < T[i+1] para1 <i<n-1
— Disponemos de dos algoritmos que ordenan
matrices en tiempo O(n?)
» Ordenacion por seleccion
» Ordenacion por insercion
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

 |dea de un algoritmo de tipo Dy V
— Descomponer la matriz original en dos partes
— Ordenar cada parte por separado
— Combinar las partes ordenadas

* Dos enfoques
— Descomposicién simple, combinacion compleja
— Descomposiciéon compleja, combinaciéon simple
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

« Ordenacién por mezcla
— Dividir la matriz por la mitad
— Ordenar cada mitad
— Mezclar las mitades ordenadas

* Precisa espacio auxiliar (no es in situ)

Algoritmica - José Maria Gémez Hidalgo




3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Procedimiento ordmezcla(T: matriz [1..n+1] de entero, i,j:
entero)

U, V: matriz [1..n+1] de entero

si(i<])

entonces
k = (i+j) div 2
para | = i hasta k hacer U[l] = T[I]
para | = k+1 hasta j hacer V[I] = T[l]
ordmezcla(U,i,k)
ordmezcla(V,k+1,j)
mezclar(U,V,T,k)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Procedimiento mezclar(U,V,T: matriz [1..n+1] de entero,
1,j,k: entero)
U[K+1] = oo; V[j+1] =
{marcadores para evitar comparaciones}
i1 =1i;j1 = k+1 {indices}
para k2 = i hasta j
hacer si (U[i1] < V[j1])
entonces T[k2] = U[i2]
i2 =i2 +1
sino  T[k2] = V[j2]
j2=j2 +1
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

« Complejidad
— La descomposiciéon y la mezcla se hacen en
tiempo lineal

t(n) = 2t(n div 2) + g(n) si n es par
t(n) = t(n div 2) + t(n div 2 +1) + g(n) si n es impar

t(n) = 2t(n/2) + g(n) sin = 2!
con g(n) € B(n)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

« Complejidad
t(n) € 6(n.log, n)

— Precisa mucho espacio auxiliar

— Caso base: | -i suficientemente pequeio =>
ordenar por insercion
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

» Ordenacion rapida (Hoare)
— Se elige un elemento “pivote”

— Se desplazan a un lado los elementos menores
que él y a otro los mayores

— Se ordenan las submatrices
— No hace falta combinar los resultados
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

 Observaciones

— Para que los subcasos queden equilibrados, la
eleccion ideal del pivote es la mediana

— La descomposicion
* no debe necesitar espacio auxiliar (in situ)
» debe hacerse en una sola pasada
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Procedimiento pivote(T: matriz [1..n] de entero, i,j, var I:
entero)

p=T[i];k=1;|=j+1
repetir k = k+1 hasta (T[k] > p 6 k =)
repetir | = 1 -1 hasta (T[l] £ p)
mientras (k <)
hacer intercambiar(T,k,])
repetir k = k+1 hasta (T[k] > p)
repetir | =1 -1 hasta (T[l] < p)
intercambiar(T,i,!)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Procedimiento ordrapida(T: matriz [1..n] de entero, i,j:
entero)

si (i<])

entonces
pivote(T,i,j,|)
ordrapida(T,i,I-1)
ordrapida(T,l+1,))

Algoritmica - José Maria Gémez Hidalgo




3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Complejidad
— El tamano de los subproblemas depende de la
posicion donde va el elemento pivote

— La posicion del pivote depende de los datos del
problema

— Estudio del mejor y peor casos, y en media
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

Complejidad (peor caso)

— El peor caso se da cuando los subproblemas
estan mas desequilibrados (por ejemplo, T
ordenada)

: v t(n-1) + t(1) + g(n)
g(n) € 6(n) (calculo del pivote)

A ) € 6(n?)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

« Complejidad (mejor caso)

— El mejor caso se da cuando los subproblemas
estan perfectamente equilibrados (por ejemplo,
cuando el elemento pivote es siempre la mediana
de la submatriz correspondiente)

t(n) = 2t(n/2) + g(n) sin = 2!
con g(n) € 6(n) => t(n) € 6(n.log n)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

« Complejidad (en media)
— Suposiciones
* Los n elementos de T son distintos

« pivote(T,1,n,l) asigna a | una posicion cualquiera entre 1
y n => todas las posiciones equiprobables

— Se estudia el numero medio de llamadas y
operaciones adicionales

=> t(n) € 6(n.log n)
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3. Ejemplos clasicos
3.2. Algoritmos de ordenacion

* Observaciones
— Una version practica
« Tomar la mediana de T[1], T[n/2], T[n]

— Situacién general

» Los elementos se repiten => modificar pivote(T,i,j,|) para
obtener pivote(T,i,j,k,l) de modo que entre k y | estén los
elementos repetidos

— Se puede lograr 6(n.log n) pero con una constante
oculta alta
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

 Problema

— Dada una matriz T de n componentes con
elementos desordenados, encontrar el k-esimo
elemento mas pequefo

« Sik =1, se busca el minimo
* Sik =n, se busca el maximo

» Sik =n/2, se busca la mediana (elemento que deja a su
izda. el 50% de los datos, y a su dcha. el otro 50%)

« Sik=1/4,1/2y 3/4, se buscan los cuartiles
« Sik=1/10, 1/5, 3/10, ..., 9/10, se buscan los deciles
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

 Algoritmo sencillo

— Ordenar la matriz

— Seleccionar el elemento en la posicién k
« Complejidad

— Usando la ordenacion rapida

O(n?) en el caso peor
O(n.log n) en el caso mejor y en media
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

« Opcidén
— Usar el procedimiento pivote(T,i,j,l)
— El pivote queda en la posicion |
» Sil =k, hemos acertado

« Sil >k, hay que buscar el elemento en las casillas de i a
-1

» Sil <k, hay que buscar el elemento en las casillas de
l+1 ak
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

Funcién seleccion(T: matriz [1..n] de entero, k: entero):
entero

i=1;j=n
pivote(T,i,j,l)
mientras (k # )
hacer si (I > k)
entonces j = I-1
sinoi = I+1
pivote(T,i,j,|)
devolver T[l]
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

« Complejidad

— Depende de los datos de entrada, porque se basa
en el procedimiento pivote

— Caso mejor

 Acertamos a la primera
t(n) € 6(n)
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3. Ejemplos clasicos
3.3. Problema de la seleccion

« Complejidad
— Caso peor
 Porejemplo,k=1yT=[9,1,2,3,4,5,6, 7, 8]
t(n) € 6(n?)

— En media

» Se hace un numero logaritmico de llamadas a pivote(),
cada una con coste lineal

t(n) € 6(n.log n)
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

* Problema
— Multiplicar dos matrices de nxn componentes

» Solucién elemental
— La que viene dada por la definicion clasica
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

Funcién multiplicar(A,B: matriz [1..n][1..n] de entero):
matriz [1..n][1..n] de entero

R : matriz [1..n][1..n] de entero
parai=1 hastan
hacer paraj=1hastan
hacer R]i][j]=0
parak =1 hastan
hacer RIi][j] = R[i][j] + Ali][k] . B[K][]

devolver R
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen
« Complejidad
— t(n) € 6(n3)

- Enfoque Divide y venceras

— Descomponer las matrices en menores de tamano
inferior
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

« Descomposicion

\—Hﬁ\—: \rmw mﬂﬁm: m_mw mﬂﬁmﬁ mﬁm
\Dﬁ \—mm WMA mmm mﬁ mmm

Ri1 = Ay1XByq + AxBy,
Riz = Ai1XByz + ApxBy,
Ra1 = ApXxByy + AgpXBy,
Roz = ApiXByp + AppXBy,
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

« Complejidad

t(h)=1sin<2
t(n) =8t(n/2) + n2sin>2,n=2

=> t(n) € 6(n3)
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

» Reducciéon del numero de multiplicaciones
(Strassen, 1970)

(A11+A%) (By1+Byy)

(Agi+Az)By; R,; = P+S-T+V
= A;1(B15-By,) R, =R+T

A, Awmﬂ B,,) => R, = Q+S
A> A12)By, R,, = P+R-Q+U
(Az1-Aqq) (B11+Byp)

(Ay2-Agp) (Byy+Byy)

<c—|cn:qo-u
Il
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3. Ejemplos clasicos
3.4. Multiplicacion de matrices de
Strassen

Complejidad

t(h)=1sin<2
t(n) = 7t(n/2) + n2sin>2,n =2

=> t(n) € O(nl°927) = g(n281)
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