
A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

3. A
lgoritm

os de avance rápido

1. P
lanteam
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jem
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roblem
a de la m
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1. P
lanteam

iento general

•
P

roblem
as de optim

ización

–
D

ados un conjunto de datos de entrada y una 
función objetivo (a m

axim
izar o m

inim
izar), 

encontrar un subconjunto de los datos que
(a) optim

ice la función objetivo y
(b) satisfaga un conjunto de restricciones 
adicionales
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G
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1. P
lanteam

iento general

•
S

olución factible
–

C
ualquier subconjunto del conjunto de entrada 

que satisface las restricciones

•
S

olución óptim
a

–
S

olución factible para la que la función objetivo 
alcanza un valor óptim

o

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

1. P
lanteam

iento general

•
Idea de un algoritm

o de avance rápido
–

A
vanzar paso a paso, seleccionando un elem

ento 
por vez

•
E

squem
a

–
E

m
pezar con la solución =

 Ø
–

R
epetir
•

S
eleccionar el elem

ento m
ás prom

etedor de la entrada
•

S
i al agregarlo a la solución, perm

anece factible, hacerlo
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1. P
lanteam

iento general

•
E

jem
plo -

problem
a de devolución del cam

bio
–

D
ado D

 un sistem
a m

onetario con unos valores 
de m

onedas D
1, ..., D

n, devolver una cantidad C
 

m
in

im
iz

a
n

d
o
 e

l n
ú

m
e
ro

 d
e
 m

o
n

e
d
a
s

–
S

e suponen ∞∞∞ ∞
m

onedas de cada valor D
i

–
E

n E
spaña con m

onedas de valores D
 =

 
{1,5,10,25,100}, devolver C

 =
 289

•
S

olución factible =
 289 m

onedas de valor 1
•

S
olución óptim

a =
 2 de 100, 3 de 25, 1 de 10, 4 de 1

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

1. P
lanteam

iento general

función
D

evolverC
am

bio(D
: m

atriz[1..n] de
entero, C

: 
entero): m

ulticonjunto
de

entero
sol =

 Ø
cant=

 0

m
ientras

(cant
≠

C
)

hacer
x =

 seleccionar(C
, cant, D

)
six =

 0  /* no hay valor adecuado de m
oneda */

entonces
devolver

Ø
 /* error */

sino
sol =

 sol U
 {x}

cant=
 cant+

 x
devolver

sol
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1. P
lanteam

iento general

•
O

bservaciones
–

E
ste algoritm

o se basa en la función seleccionar
seleccionar(C

, cant, D
) obtiene el m

ayor valor de 
m

oneda de D
 que sea m

enor o igual que C
 -

cant
–

E
l algoritm

o devuelve un error codificado com
o Ø

 
cuando no es posible efectualr

la devolución
p. ej.D

 =
 [2, 4, 6] y C

 =
 5

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

1. P
lanteam

iento general

•
O

bservaciones
–

E
n determ

inados sistem
as m

onetarios, no 
funciona correctam

ente
p. ej.S

istem
a Isabelino (Inglaterra, s. X

IX
)

D
 =

 [1, 3, 6, 12, 24, 30], C
 =

 48
D

evolverC
am

bio
=

>
 {30, 12, 6}

S
olución óptim

a =
>

 {24, 24}
–

E
n la actualidad, los sistem

as m
onetarios están 

diseñados de m
odo que funciona correctam

ente
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1. P
lanteam

iento general

•
C

aracterísticas del enfoque

–
S

e selecciona un sólo elem
ento por vez, 

aceptándolo o rechazándolo
–

N
o cam

bia de opinión =
>

 la decisión es definitiva
–

La selección se realiza de acuerdo con la función 
objetivo =

>
 el elem

ento m
ás prom

etedor

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

1. P
lanteam

iento general

•
E

squem
a

función
A

vanceR
ápido(C

: conjunto): (m
ulti)conjunto

S
 =

 Ø

m
ientras

(C
 ≠

Ø
) y

no(solucion(S
))

hacer
x =

 seleccionar(C
)

C
 =

 C
 -

{x}
si (factible(S

 U
 {x})

entonces
S

 =
 S

 U
 {x}

sisolucion(S
) entonces

devolver
S

sino
devolver

error
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1. P
lanteam

iento general

•
C

om
plejidad

–
D

ependiente de la función de selección
–

D
ependiente del orden inicial de los elem

entos de 
entrada

–
E

n general, cuando es aplicable, m
ás rápido que 

los dem
ás enfoques (excepto, tal vez, divide y 

vencerás)

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
P

roblem
a

–
D

ados n objetos, cada uno con un peso w
i y un 

beneficio asociado p
i (1 ≤

i ≤
n), llenar una m

ochila 
de capacidad (peso m

áxim
o) M

, de m
odo que se 

m
axim

ice el beneficio

–
S

e pueden tom
ar partes de los objetos

•
La solución es un vector X

 de tal que 0 ≤
x

i ≤
1
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2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
F

orm
alm

ente

m
axim

izar
f(X

) =
 Σ

p
i .x

i

sujeto a
Σ

w
i .x

i
≤

M
con

0 ≤
x

i
≤

1, p
i , w

i >
 0 para 1 ≤

i ≤
n

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
C

ondiciones

–
S

ólo interesa el caso W
.1 >

 M

–
T

oda solución óptim
a en ese caso cum

ple que 
W

.X
 =

 M
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2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
E

jem
plo

M
 =

 20, P
 =

 (25, 24, 15), W
 =

 (18, 15, 10)

A
lgunas soluciones factibles

X
1 =

 (1/2, 1/3, 1/4), f(X
) =

 24.25
X

2 =
 (1, 2/15, 0), f(X

) =
 28.2

X
3 =

 (0, 2/3, 1), f(X
) =

 31
X

4 =
 (0, 1, 1/2), f(X

) =
 31.5 (óptim

a)

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
E

nfoques de avance rápido

–
T

om
ar los elem

entos por orden de beneficio
•

E
strategia no óptim

a

–
T

om
ar los elem

entos por orden inverso de peso
•

E
strategia no óptim

a

–
T

om
ar los elem

entos por orden de p
i /w

i

•
E

strategia óptim
a
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2.1. P
roblem

a de la m
ochila

función
m

ochila(P
, W

: m
atriz

[1..n] de
real, M

: real): m
atriz

[1..n] de
real

/* S
uponem

os P
, W

 ordenados por P
[i] / W

[i] */
para

i =
 1 hasta

n hacer
S

[i] =
 0

capacidad =
 M

; i =
 1

m
ientras

((i ≤
n) y

(W
[i] ≤

capacidad)) /* (1) */
hacer

capacidad =
 capacidad -

W
[i]

S
[i] =

 1; i =
 i +

 1

si (i ≤
n)

entonces
S

[i] =
 capacidad / W

[i]
devolver

SA
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.1. P
roblem

a de la m
ochila

•
C

om
plejidad

–
C

aso peor
•

T
om

ando la condición (1) com
o baróm

etro

•
t(n) ∈

θ(n)

–
C

aso m
ejor

•
t(n) ∈

θ(1)

–
S

i se tiene en cuenta la ordenación previa
•

t(n) =
 tord. rápida (n)
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2.2. P
roblem

as sobre grafos

–
G

rafo G
 =

 (V
, A

), con V
 conjunto de etiquetas 

(vértices) y A
 ⊆

V
 x V

 conjunto de aristas
–

G
rafo dirigido versus grafo no dirigido

–
C

am
ino y ciclo

–
G

rafo conexo y fuertem
ente conexo

–
R

epresentación com
o m

atriz de adyacencia vs. 
listas de adyacencia

•
A

cceso ∈
θ(1), espacio ∈

θ(n
2) (m

atriz)
•

A
cceso ∈

O
(n), espacio ∈

O
(n

2) (lista)

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
P

roblem
a

–
D

ado un grafo conexo G
 =

 (V
, A

) con aristas 
etiquetadas con núm

eros positivos (por ejem
plo, 

longitudes), encontrar A
’
⊆

A
 tal que G

’=
 (V

, A
’) 

sea conexo y la sum
a de las etiquetas de las 

aristas de A
’sea m

ínim
a

–
G

’=
 árbol generador m

ínim
o de G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
E

jem
plo

–
V

 =
 (1, ..., 5)

–
A

 =
 (   0  7.5   10     7  9.5
7.5     0  3.5  1.5     4
10  3.5     0     4  2.5
7  1.5     4     0     3

9.5     4  2.5     3     0 )
–

S
olución =

 ((1,4), (2,4),
(3,5), (4,5)) (sum

a =
 14)

1

3 2

5 4

A
lgorítm

ica
-
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G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
C

aracterísticas de la solución

–
S

i el grafo es conexo, existe solución
–

La solución debe tener al m
enos n-1 aristas

•
P

ara que el árbol generador m
ínim

o sea conexo

–
La solución debe tener com

o m
ucho n-1 aristas

•
P

ara que el árbol generador m
ínim

o no tenga ciclos, en 
cuyo caso sobran aristas



A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
E

nfoques de avance rápido
–

(K
ruskal) S

eleccionar en cada paso la arista de 
peso m

ínim
o de las que quedan y decidir si se 

agrega o no a la solución
•

N
o debe form

ar un ciclo

–
(P

rim
) P

artir de un vértice cualquiera y en cada 
paso agregar una arista de peso m

ínim
o para 

alcanzar un vértice no visitado

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
A

lgoritm
o de K

ruskal
P

artir de S
ol =

 vacía
M

ientras |S
ol| <

 n-1 y quedan aristas sin m
arcar

S
eleccionar la arista A

 m
ás pequeña no m

arcada
M

arcarla
S

i A
 no crea un ciclo al agregarla a S

ol, hacerlo
S

i no, descartar A
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
E

jem
plo

–
A

 =
 (   0  10   ∞

30  45   ∞
10    0  50   ∞

40  25
∞

50     0  ∞
35  15

30   ∞
∞

0  ∞
20

45  40   35  ∞
0  55

∞
25   15  20 55    0)

1
3

2

5

4
6

A
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G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
S

olución del ejem
plo

A
R

IS
T

A
C

O
S

T
E

C
O

M
P

O
N

E
N

T
E

S
 C

O
N

E
X

A
S

(1), (2), (3), (4), (5), (6)

(1, 2)
10

(1, 2), (3), (4), (5), (6)

(3, 6)
15

(1, 2), (3, 6), (4), (5)

(4, 6)
20

(1, 2), (3, 4, 6), (5)

(2, 6)
25

(1, 2, 3, 4, 6), (5)

(1, 4)
30

rechazada

(3, 5)
35

(1, 2, 3, 4, 5, 6)
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

función
kruskal(G

: grafo): lista
de

arista

sol =
 ∅

resto =
 G

.A
 /* conjunto de aristas */

m
ientras

((|sol| <
 (n-1) y

(resto ≠
∅

))
hacer

a =
 seleccionar(resto)

resto =
 resto -

{a}
si (no(ciclo(sol,a)))
entonces

sol =
 sol U

 {a}
devolver

sol

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
Im

plem
entación -

función de verificar ciclos
–

M
antener inform

ación de las com
ponentes 

conexas

1
2

3
4

5
6

1
2

3
4

5
6

Inicio
C

om
ponente del vértice

Índice del vértice

1
1

3
3

5
3

1
2

3
4

5
6

T
ranscurso de la 

ejecución
(ej.arista (4,6))

T
res com

ponentes conexas
(1,2), (3, 4, 6), (5)
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
C

om
plejidad

–
E

xisten m
 aristas a recorrer (peor caso)

–
P

or cada arista, se busca si los vértices están en 
la m

ism
a com

ponente (tiem
po constante) y se 

unen las com
ponentes (peor caso n)

–
E

n el peor caso
•

t(m
,n) ∈

O
(m

.n) (cerca de O
(n

2) si el grafo es poco 
poblado, O

(n
3) si es com

pleto)

–
S

i las com
ponentes conexas se im

plem
entan 

com
o m

ontículos, t(m
,n) ∈

O
(n.log n)

A
lgorítm

ica
-

José M
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G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
A

lgoritm
o de P

rim
–

C
om

enzar con dos com
ponentes conexas B

 y N
, 

la prim
era con un vértice y la segunda con los 

dem
ás

–
E

n cada paso, seleccionar la arista de m
enor 

peso que relaciona un vértice de una com
ponente 

con un vértice de la otra com
ponente

–
M

antiene la conexión del subgrafo
construido 

progresivam
ente
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
S

olución del ejem
plo

A
R

IS
T

A
C

O
S

T
E

B
N

(1)
(2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2)
10

(1, 2)
(3, 4, 5, 6)

(2, 6)
25

(1, 2, 6)
(3, 4, 5)

(3, 6)
15

(1, 2, 3, 6)
(4, 5)

(4, 6)
20

(1, 2, 3, 4, 6)
(5)

(3, 5)
35

(1, 2, 3, 4, 5, 6)
()

A
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G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

función
prim

(G
: grafo): lista

de
arista

sol =
 ∅

B
 =

 {1}
N

 =
 G

.V
 -

{1}
para

i =
 1 hasta

n-1
hacer

a =
 seleccionar(B

, N
)

/* origen en B
, destino en N

 */
sol =

 sol U
 {a}

B
 =

 B
 U

 {a[2]} /* segunda com
ponente de a */

N
 =

 N
 -

{a[2]}
devolver

sol
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
Im

plem
entación -

representación de B
 y N

–
R

epresentam
os am

bos en un vector P
–

C
ada com

ponente indica el vértice m
ás cercano 

en B
 al vértice de N

–
U

n 0 indica que el vertice
pertenece a B

0
1

1
1

1
1

1
2

3
4

5
6

Inicio
V

értice de B
 m

ás cercano

Índice del vértice

A
lgorítm
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-
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G
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
Im

plem
entación -

inserción en B
, elim

inación 
de N

–
P

ara insertar un vértice v en B
, poner su 

com
ponente a 0

–
E

s preciso actualizar el vector
•

S
e recorre el vector, y para cada com

ponente no nula se 
verifica si v está

m
ás cerca que su anterior vértice 

cercano de B

•
S

i P
(i) ≠

0 y coste(i,P
(i)) >

 coste(i,v), poner P
(i) =

 v
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
E

jem
plo0

1
1

1
1

1

-
10

∞
30

45
∞

0
0

2
1

2
2

-
-

50
30

40
25

0
0

6
6

2
0

-
-

15
20

40
-

0
0

0
6

3
0

-
-

-
20

35
-

0
0

0
0

3
0

-
-

-
-

35
-

0
0

0
0

0
0

-
-

-
-

-
-

Inicio

12

34F
in

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.2. P
roblem

as sobre grafos
Á

rbol generador m
ínim

o

•
C

om
plejidad

–
La selección de la arista se hace en tiem

po n
–

La inserción den B
, elim

inación de N
 y 

actualización de P
 se hace en tiem

po de n
–

Los procesos anteriores se hacen n-1 veces

–
t(m

,n) ∈
θ(n

2)
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
C

am
inos de coste m

ínim
o

•
P

roblem
a

–
D

ado un grafo G
 y un vértice cualquiera (por 

ejem
plo, el prim

ero), encontrar el cam
ino m

ás 
corto desde el m

ism
o a todos los dem

ás vértices 
del grafo

A
lgorítm

ica
-

José M
aría

G
óm

ez
H

idalgo

2.2. P
roblem

as sobre grafos
C

am
inos de coste m

ínim
o

•
E

nfoque de avance rápido

–
S

eleccionar cada vez un vértice, y actualizar las 
distancias a los vértices que faltan por alcanzar

–
C

riterio de selección: el vértice no alcanzado m
ás 

cercano
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as sobre grafos
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inos de coste m
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E
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plo
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función
dijkstra(G

: grafo): m
atriz

[2..n] de
real

resto =
 G

.V
 -

{1}
para

i =
 2 hasta

n
hacer

distancia[i] =
 G

.A
(1,i)

para
i =

 1 hasta
n-1

hacer
v =

 seleccionar(resto, distancia)
resto =

 resto -
{v}

para cada w
 ∈

resto
hacer distancia[w

] =
 m

in(distancia[w
],

distancia[v] +
 G

.A
(v,w

))
devolver

distancia
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
C

am
inos de coste m

ínim
o

•
O

bservaciones
–

E
l algoritm

o produce las distancias m
ínim

as, no 
los cam

inos
–

P
ara obtener los cam

inos, precisam
os una m

atriz 
adicional

1
1

1
1

2
3

4
5

Inicio
P

redecesor del vértice en 
el cam

ino desde 1

Índice del vértice
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•
E

jem
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P
aso

V
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R
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D
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P
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Inicio
1
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1
5
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(1, 1, 5, 1)

2
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(2, 3)
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(4, 1, 5, 1)

3
3

(2)
(35, 30, 20, 10)

(3, 1, 5, 1)
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2.2. P
roblem

as sobre grafos
C

am
inos de coste m

ínim
o

•
O

bservaciones
–

A
 partir de la m

atriz predecesor, es posible 
reconstruir el cam

ino m
ínim

o desde 1 a cualquier 
otro vértice

–
C

om
plejidad

•
Inicialización θ(n)

•
C

ada vuelta θ(n)
•

A
dem

ás, n vueltas
–

t(m
,n) ∈

θ(n
2)
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2.3. O
tros problem

as

•
E

xisten otros problem
as en los cuales los 

m
étodos de avance rápido son efectivos

•
P

roblem
as de alm

acenam
iento

–
A

lm
acenam

iento de archivos secuenciales
–

M
ezcla de archivos

•
P

roblem
as de planificación

–
P

lanificación de tareas con plazo fijo


